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Аннотация. В работе изложен новый, оригинальный метод наглядного 

геометрического представления движения материальной точки (или воздушного судна) в 
пространстве и времени. Актуальность предлагаемого метода обусловлена недостатками 
традиционного метода представления движения в пространстве-времени, одной из координат 
которого является независимое от пространственных координат время. В таком 
пространстве-времени не определено понятие расстояния между двумя его точками, не 
определены понятия угла, треугольника, геометрических фигур, в нем невозможно 
использовать евклидову геометрию. Автор предлагает использование четырёхмерного 
евклидова пространства с четвертой осью z = bt, где b – постоянная скорости, t – время, для 
представления движения материальной точки (воздушного судна) в пространстве и времени. 
Движение материальной точки (воздушного судна), представленное с использованием 
предложенного автором пространства, является наглядным, линия движения имеет 
геометрический смысл линии евклидовой геометрии. Приведены примеры представления 
четырёхмерного движения воздушного судна по участку маршрута, понятие четырёхмерного 
коридора движения воздушного судна. Показана возможность использования предлагаемого 
метода для описания и исследования движения материальной точки (воздушного судна) в 
пространстве и времени. Метод открывает новое направление исследований движения 
материальных точек и других материальных объектов в пространстве и времени с 
использованием многомерной и, в частности, четырёхмерной геометрии. Значение 
предлагаемого в статье подхода состоит в том, что он открывает новые направления научных 
исследований в таких науках как физика (не релятивистская механика), навигация и 
управление воздушным движением, космическая механика, и во многих других науках, где 
исследуются процессы движения различных объектов в пространстве и времени. Автор 
планирует в дальнейшем продолжить публикацию полученных с использованием 
предложенного метода результатов, которые не вошли в данную работу из-за ограничений 
по объему статьи.  

Ключевые слова: управление воздушным движением, 4D траектория, 4D 
пространство, материальная точка, многомерная геометрия, пространство-время. 
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Abstract. The article presents a new original method of geometric visualization of particle 
(or aircraft) motion in space and time. The urgency of the proposed method stems from 
disadvantages of the traditional method of presenting the motion in space-time having as one of its 
coordinates the   time which is independent on spatial coordinates. In this space-time, the concept of 
distance between two points is not defined, the concepts of angle, triangle, geometric figures are not 
defined as well, it does not allow Euclidian geometry to be used. The author proposes the use of 
four-dimensional Euclidian space with the fourth axis z = bt where b is a speed constant, t is time, 
for presenting the motion of a particle (aircraft) in space and time. The particle (aircraft) motion 
presented with the use of the space proposed by the author is a visualized one, the track makes 
geometric sense of a Euclidian geometry line. The examples of presenting the four-dimensional 
motion of an aircraft along its route are given, the concept of four-dimensional corridor of aircraft 
motion is defined. It is shown that the proposed method could be used for description and research 
of particle (aircraft) motion in space and time. The method opens up a new direction of research of 
particles and other material objects moving in space and time with the use of multi-dimensional, in 
particular, four-dimensional geometry. The importance of the approach proposed in the article is 
that it opens new directions of scientific research in such sciences as physics (not relativistic 
mechanics), navigation and air traffic control, space mechanics and many other sciences in which 
processes of motion of different objects in space and time are researched. The author is going to 
continue publishing the results obtained due to the proposed method which are not included in the 
present paper because of space limitations. 

Key words: air traffic control, 4D trajectory, 4D space, material particle, multidimensional 
geometry, space-time. 
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невозможно применять евклидову геометрию для исследования движения 
материальной точки (или ВС). 

В настоящей работе предпринимается попытка математически связать 
пространство и время, придав тем самым движению наглядный, и потому 
интуитивно понятный геометрический смысл. Для этого в работе используется 
математический прием замены переменной: время заменяется на величину 
времени, умноженную на некоторую константу скорости. То есть в 
геометрическом представлении движения переменная t (время) заменяется на 
переменную z = bt (расстояние, пройденное материальной точкой с постоянной 
скоростью b за время t).  

Подчеркнём, что это чисто математический прием, не претендующий на 
философское объяснение взаимосвязи пространства и времени в нашем 
физическом мире. 

Такая замена переменной делает движение материальной точки 
геометрически наглядным и понятным.  

С одной стороны, представив движение материальной точки в 
воображаемом четырёхмерном пространстве, в котором тремя координатными 
осями описывается трехмерное евклидово пространство, а четвертой осью 
описывается воображаемое равномерное движение, при котором четвертая 
координата z изменяется в соответствии с выражением z = bt, мы получаем 
наглядное геометрическое представление четырёхмерного движения.  

С другой стороны, такое представление позволяет ввести в 
рассматриваемом четырёхмерном пространстве метрику, то есть определение 
расстояния между любыми точками пространства. Понятие расстояния между 
точками позволяет, в свою очередь, использовать хорошо развитую 
четырёхмерную евклидову геометрию для изучения четырёхмерного движения 
ВС. 

Таким образом, цель настоящей работы состоит в том, чтобы придать 
движению простой геометрический смысл и сделать представление движения 
простым для понимания и наглядным. Вторая цель: обосновать возможность 
использования многомерной евклидовой геометрии для изучения многомерного 
(включая четырёхмерное) движения материальной точки или ВС. 
Представленный в работе метод является новаторским. Он открывает, по сути, 
новое направление исследований движения материальных точек и других 
объектов в пространстве и времени с использованием многомерной и, в 
частности, четырёхмерной геометрии.   

В работе представлено описание четырёхмерной линии движения ВС с 
постоянной скоростью, а также описание четырёхмерного коридора 
воздушного движения. Представлена четырёхмерная модель прошлого, 
настоящего и будущего. Обоснована возможность использования 
предлагаемого метода для исследования движения материальной точки и 
других объектов в пространстве и времени.  

В продолжении этой работы будет изложены не вошедшие в эту часть 
другие результаты, связанные с описанием четырёхмерного движения ВС.  
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в том, что в пространстве и времени, заданном множеством точек (x, t), не 
определена метрика ߩሺܯଵ,ܯଶሻ, то есть расстояние между точками M1 и M2. 

В евклидовом двухмерном пространстве с прямоугольной системой 
координат Oxy расстояние между двумя точками M1 и M2 с координатами (x1, 
y1) и (x2, y2), определяется выражением [Бондаренко и др., 2017] 
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Если чисто формально в пространстве с системой координат Oxt (рис. 2) 
расстояние между точками M1 и M2 определить аналогичным образом, то мы 
получим: 

 

ଶሻܯ,ଵܯ௫௧ሺߩ ൌ ඥሺݔଶ െ ଵሻଶݔ ൅ ሺݐଶ െ  .ଵሻଶݐ
 

Для того чтобы рассчитать расстояние по этой формуле, нужно величину 
в единицах длины возвести в квадрат, прибавить к результату возведенную в 
квадрат величину в единицах времени и из полученного результата извлечь 
квадратный корень. То есть, по этой формуле 

расстояние ൌ ඥрасстояниеଶ ൅ времяଶ. Очевидно, что это лишено какого-
либо математического смысла. 

Именно поэтому в пространстве и времени Oxt расстояние между какими-
либо двумя точками, заданными координатами x и t, определить невозможно. 
Это расстояние не определено в силу того, что в пространстве и времени Oxt не 
определена метрика. 

Таким образом, в пространстве-времени Oxt траектория, то есть линия 
движения представляет собой линию без длины. На этой траектории 
невозможно определить расстояние между какими-либо двумя ее точками. 

Итак, представление движения материальной точки в пространстве-
времени Oxt (рис. 2) не наглядно, интуитивно не понятно. И действительно, что 
из себя представляет линия, то есть «длина без ширины», которая не имеет 
длины? «Длина без ширины», которая не имеет длины, лишена смысла. Линия 
движения в пространстве-времени геометрически (в смысле евклидовой 
геометрии) представлена быть не может. 

В пространстве-времени невозможно задать вектор 
Вектор в геометрии – это математическая структура, которая 

характеризуется, во-первых, направлением, и во-вторых, его длиной. Но если 
длину вектора в каком-либо пространстве определить невозможно (по 
определению длина вектора – это расстояние между точками его начала и 
конца), то в таком пространстве невозможно определить вектор, ввести понятие 
вектора. 

И действительно, что есть вектор в пространстве-времени (рис. 3)? 
Вектор без длины, вектор с неопределённым расстоянием между точками его 
начала и конца – это, строго говоря, не вектор. 



 

 

 
Рис
 
В п
В п

определи
отношен
определи
Это нево

В 
определе
радиусу.
невозмож
риториче

 
Ри

сунок 3 – В

простран
простран
ить угол. 
ние длин
ить синус
озможно. 
системе 
ению ради
 Как в со
жно опр
еский воп

исунок 4 –

Вектор в 

нстве-вре
стве и вр
В прямо

ны проти
с угла в т

СИ радиа
иан – это
оответстви
ределить 
прос. 

– Угол в п

простран

емени нев
ремени, пр
оугольном
иволежащ
реугольн

ан являет
 угол, соо
ии с этим
длину 

пространс

нстве и вр

возможно
редставле
м треугол
щего кате
нике, длин

тся основ
ответству
м определ
радиуса 

стве и вре
 

ремени оп

о определ
енном на
льнике си
ета к дл
ны сторон

вной един
ующий ду
лить угол 
и длин

емени опр

 

пределить

лить угол
а рис. 4, н
инус угла 
лине гипо
н которог

ницей изм
уге, длина
в простр
ну дуги 

 

ределить н

ь невозмо

л 
невозмож
определя
отенузы. 
го не опре

мерения 
а которой
ранстве, в
и (рис. 

невозмож

ожно 

жно также
яется как
Но как

еделены?

угла. По
й равна её
в котором

5)? Это

жно 

 

е 
к 
к 
? 

о 
ё 
м 
о 



 

 

Рисун

 
Так

точки на
наглядно
евклидов
M1 и M2 
геометри
простран
определе
элемента
геометри

На
простра

Дл
геометри
(рис. 2) п
Обоснов
движени
продолж
изменяет
становит

Рас
простран
материал
некотора

 

нок 5 – П

ким обра
а графике
о и лише
вой геоме
на рис. 2
ическое 
нстве-врем
ены поня
арных п
ии.  
аглядное 
нстве и в
ля того 
ически на
преобразо
вание выб
ия матер
жении этой
тся геоме
тся геомет
ссмотрим
нстве с пр
льной точ
ая констан

онятие ра
вре

азом, тра
е, которы
ено того
етрии. Ка
2? Это и н
понятие 
мени, п
тия расст
понятий, 

предст
времени 
чтобы 

аглядном
ование z =
бора кон
риальной 
й работы
етрически
трически 
м движен
рямоуголь
чки опред
нта скоро

адиана (ед
емени опр

адиционн
ый предст
геометр

кой, скаж
не простр
и его г
редставле
тояния, ве
которые

тавление

предста
 виде, сд
= bt, где b
нкретного
точки 

. Такая за
ий смысл
наглядны

ние матер
ьной сист
деляется в
ости, t – вр

диницы и
ределить 

ное предс
тавлен ос
рического
жем, смыс
ранственн
геометрич
енном с
ектора, у
е имеют

е движе

авить дв
делаем н
b – это ко
о значени

(воздушн
амена оси
л движен
ым, интуи
риальной 
темой коо
в соответ
ремя.  

измерения
невозмож

ставление
сями расс
о смысла
сл имеет р
ное расст
ческий с
с помощ
угла, треу
тся в т

ения м

вижение 
а график
онстанта, 
ия конста
ного суд
и t на ось z
ния матер
итивно по
точки в

ординат O
тствии с в

я угла) в п
жно 

е движен
стояния x
, которы
расстояни
тояние, эт
смысл не
щью тако
угольника
радицион

материаль

материа
ке простр
имеющая
анты b д
дна) буд
z = bt при
риальной 
онятным и
в двухмер
Oxz, в кото
выражени

 
пространс

ния матер
x и врем
ый имеет 
ие между
то и не вр
е опреде
ого граф
а и многи
нной евк

ьной то

альной т
ранство-вр
я смысл с
для иссл
дет прив
иводит к т
точки, д
и простым
рном евк
орой коор
ием z = b·

стве и 

риальной
ени t, не
место в

у точками
ремя. Его
елены. В
фика не
их других
клидовой

очки в

точки в
ремя Oxt
скорости.
едования
ведено в
тому, что
движение
м. 
клидовом
рдината z
·t, где b –

 

й 
е 
в 
и 
о 
В 
е 
х 
й 

в 

в 
t 
. 
я 
в 
о 
е 

м 
z 
– 



 

 

 
Ме

выражен
 

ܯ௫௭ሺߩ

где
z1 = b·t1, z

Зам
двухмерн

1. 
это расст
простран

2. 
структур

3. 
геометри

4. 
можно и
характер

Ли
геометри
простран
имеет дл
быть опр
имеющи
простран
четырёхм
четырем 

Рисунок 

етрика (р
нием: 

ଶሻܯ,ଵܯ ൌ

е (x1, z1) и
z2 = b·t2. 
мена оси 
ном евкли
Можно 

тояние им
нстве. 
Можно 

ру, котора
Можно 

ии (треуго
Как след

использов
ризующих
иния движ
ический с
нстве. Эт
лину в то
ределено 
ие разме
нстве, на
мерный к
 измерен

6 – Двухм

асстояние

ൌ ඥሺݔଶ െ

ൌ

и (x2, z2) –

времени
идовом п
определи
меет геом

определ
ая характе
определи
ольник, о
дствие вс
ать евкли
х движени
жения в т
смысл, а 
та линия, 
ом смысл
и измер

ер геом
апример, 
коридор д
ниям. В э

мерное ев

е) этого п

ଵሻଶݔ ൅ ሺݖ

ൌ ඥሺݔଶ െ

координ

и t на ось
ространст
ить рассто
метрическ

лить вект
еризуется
ить угол и
кружност
сего пред
идову гео
ие матери
аком про
именно г
как и лю

ле, что ра
рено. В т
метрическ

как мы
движения
этом про

 
вклидово 

пространс

ଶݖ െ ଵሻଶݖ

ଵሻଶݔ ൅ ܾଶ

аты точек

ь расстоя
тве с сист
ояние меж
кий смысл

ктор в г
я направл
и другие 
ть, и так д
дыдущего
метрию д
иальной т
остранстве
геометри
юбая дру
асстояние
таком про
кие фиг
ы увидим
я ВС с о
остранств

простран

ства опре

ൌ ඥሺݔଶ െ

ଶሺݐଶ െ ଵሻݐ

к M1 и M2

ния z = 
темой коо
жду каки
л расстоян

геометрич
лением и д
элемента
далее). 
: в таком
для описа
точки. 
е приобре
ческий см
угая лини
 между л
остранств
уры. В 
м ниже, 
определен
е «работ

 

нство с ос

еделяется

െ ଵሻଶݔ ൅ ሺ

ଶ,  

2 в момен

bt привод
ординат O
ими-либо 
ния в обы

ческом с
длиной. 
арные пон

м евклидо
ания и изу

етает нагл
мысл лин
ия евклид
любыми е
ве могут 

таком 
может 

нными ра
ает», то 

сью z = b·t

я в соотве

ሺܾݐଶ െ ଵݐܾ

нты време

дит к том
Oxz: 
двумя то
ычном евк

смысле, 

нятия евк

овом прос
учения пр

лядный и
нии в евк
дова прос
ее точкам
быть опр
четырё

быть о
азмерами 
есть мож

t 

етствии с

ଵሻଶ ൌ 

ени t1 и t2,

му, что в

очками, и
клидовом

то есть

клидовой

странстве
роцессов,

и простой
клидовом
странства
ми может
ределены
ёхмерном
пределен
по всем

жет быть

 

с 

, 

в 

и 
м 

ь 

й 

е 
, 

й 
м 
а 
т 
ы 
м 
н 
м 
ь 



 

 
 

использована для наглядного представления движения и для каких-либо 
расчетов обычная евклидова геометрия. 

Заметим, что для наглядного представления движения материальной 
точки в одномерном пространстве (только по одной пространственной оси) и во 
времени требуется двухмерное евклидово пространство с двухмерной 
прямоугольной системой координат, по второй оси которой отображается 
координата z = bt. Для наглядного представления движения материальной 
точки в двухмерном или трехмерном пространстве и во времени требуется, 
соответственно, трёхмерное или четырёхмерное евклидово пространство с 
трехмерной или четырёхмерной прямоугольной системой координат, по одной 
из осей которой отображается координата z = bt. 

В четырёхмерном евклидовом пространстве с четвертой осью z = bt 
расстояние между двумя точками M1 и M2 с координатами (х1, y1, h1, z1) и (х2, y2, 
h2, z2) рассчитывается по формуле:  

 

ଶሻܯ,ଵܯ௫௬௛௭ሺߩ ൌ ඥሺݔଶ െ ଵሻଶݔ ൅ ሺݕଶ െ ଵሻଶݕ ൅ ሺ݄ଶ െ ݄ଵሻଶ ൅ ሺݖଶ െ ଵሻଶݖ ൌ 

ൌ ඥሺݔଶ െ ଵሻଶݔ ൅ ሺݕଶ െ ଵሻଶݕ ൅ ሺ݄ଶ െ ݄ଵሻଶ ൅ ܾଶሺݐଶ െ  ଵሻଶ.    (1)ݐ
 

Важно отметить, что выбор конкретного значения постоянной b должен 
быть научно обоснован. Это обоснование будет приведено в продолжении 
работы. Использование необоснованного значения постоянной b, имеющей 
смысл и размерность скорости, может привести к смысловым 
(методологическим) ошибкам в исследовании движения объектов в 
пространстве и времени.  
 

Метод исследования 
Метод исследования, который может использоваться для исследования 

четырёхмерного движения объектов в пространстве и времени схематично 
можно изобразить следующим образом (рис. 7). 



 

 

 
На

исследов
общепри
параметр

На
обоснова
и будет р

Да
этом эт
использо
которых 

На
исследов
геометри

На
приведен
преобраз

Рез
На

четырёх
Дл

времени 
траектор
2016;  
траектор

а первом э
вания, а т
инятом ви
рических 
а следующ
ания выбо
рассмотре
алее осущ
тапе чет
ованием 
отобража

а следую
вание п
ии.  
а заклю
ние полу
зования t 

зультаты
аглядное 
хмерном 
ля предст

в наст
рии [Pasin
Global A
рия движ

Рис

этапе исс
также опи
иде. Движ
уравнени
щем этап
ора конкр
ен в прод
ществляет
тырёхмер
двухмерн
аются про
ющем, с
процессов

чительно
ученных 
= z / b.  

ы 
геометр
евклидов
тавления 
тоящее в
ni et al., 

Air Traffi
ения ВС 

сунок 7 –

ледовани
исание ис
жение в э
ий, а врем
пе произв
ретного з
олжении 
тся предс
ное дви
ных или
оекции че
самом в
в движе

ом этапе
результат

рическое 
вом прос
движени

время и
2018; Гл

ic…, 200
предста

 
– Метод и

ия произво
сследуем
этом опис
мя t может
водится з
значения 
этой рабо
ставление
ижение 
и трехмер
етырёхме
важном, 
ения с 

е, при 
тов к пр

предста
странстве
ия ВС в
использую
лобальны
05; Руков
авляет соб

сследован

одится фо
мого проц
сании мож
т быть пр
замена пе
b требует
оты.  
е движен
может б
рных изо
ерных объ
ключев
использ

необход
ривычном

авление 
е 
в трехме
ют понят
ый…, 201
водство п
бой сово

ния  

ормулиро
цесса движ
жет быть 
редставлен
еременно
т отдельн

ия в наг
быть ви
ображени
ъектов (ли
ом этап
зованием 

димости, 
му виду 

воздушн

ерном пр
тие четы
6; The A
по полет
окупность

овка целе
жения об
ь выражен
но как па
ой z = bt
ного иссл

глядном 
изуализир
ий, графи
иний, фиг
пе прои

четырё

осущес
путем о

ного движ

ространст
ырёхмерн
Aviation S
там…, 20
ь 4D точ

й и задач
бъектов в
но в виде
араметр. 
t. Вопрос
едования

виде. На
овано с
иков, на
гур).   
изводится
ёхмерной

ствляется
обратного

жения в

тве и во
ной (4D)
System…,
012]. 4D
чек, а 4D

 

 

ч 
в 
е 

с 
я 

а 
с 
а 

я 
й 

я 
о 

в 

о 
) 
, 

D 
D 



 

 
 

точка определяется как точка, имеющая координаты (x, y, h, t), где x и y – 
координаты ВС в горизонтальной плоскости, h – высота ВС, а t – время. 

Рассмотрим пространство (в математическом смысле), представляющее 
собой множество точек (x, y, h, t). Пусть в момент времени t1 ВС имело 
координаты в трехмерном пространстве x1, y1, и h1, иначе говоря, в 
рассматриваемом пространстве оно находилось в точке M1(x1, y1, h1, t1). Далее, в 
момент времени t2 ВС переместилось в точку M2(x2, y2, h2, t2). Если в 
рассматриваемом пространстве-времени движение ВС представить в виде 
линии, соединяющей точки M1 и M2, то эта линия, как это было показано выше, 
не будет иметь длины, в том смысле, что между двумя точками этой линии 
расстояние не определено. В этом пространстве-времени не задано 
фундаментальное понятие, определяющее геометрические свойства 
пространства, не задана метрика пространства. Отсюда следует, что движение 
ВС, заданное 4D траекторией, геометрически не наглядно, не имеет простого 
геометрического смысла.  

Для наглядного представления движения ВС в трехмерном пространстве 
и во времени введем четырёхмерное евклидово пространство с четырёхмерной 
прямоугольной системой координат Oxyhz, аналогичное двухмерному 
евклидову пространству с двухмерной прямоугольной системой координат Oxz, 
представленному на рис. 6. 

В системе координат Oxyhz по осям x, y и h будем отображать координаты 
ВС в трехмерном пространстве, а по оси z будем откладывать координату z = bt. 

В таком представлении движения ВС мы получим четырёхмерную линию 
движения ВС, имеющую геометрический смысл обычной линии в 
четырёхмерном евклидовом пространстве. Эта четырёхмерная линия движения 
будет обладать длиной (между двумя ее точками можно определить 
расстояние). Между двумя такими прямыми линиями можно определить угол. 
На такой четырёхмерной линии движения можно определить направляющий 
вектор. И что самое главное: для описания и исследования движения ВС в 
таком представлении можно использовать четырёхмерную евклидову 
геометрию (при правильном и обоснованном выборе коэффициента b, который 
определяет взаимосвязь между временем t и четвертой координатой z = bt). 

 
Наглядное геометрическое представление четырёхмерного движения 

ВС по участку трассы  
Рассмотрим следующий пример. Пусть в некоторой зоне обслуживания 

воздушного движения (ОВД) имеется воздушная трасса (прямолинейный 
участок маршрута) L, которая задаётся уравнениями: 
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где ݁௫	и	݁௬ – составляющие направляющего вектора воздушной трассы 
(участка маршрута) ̅ݏ ൌ ሺ݁௫, ݁௬ሻ; 



 

 
 

x0 и y0 – координаты точки (пункта маршрута), через которую проходит 
воздушная трасса. 

Очевидно, что  
 

൜
݁௫ ൌ sin 		ߚ
݁у ൌ cos ߚ , 

 

где ߚ – путевой угол участка маршрута в пункте маршрута.  
Примечание. Путевой угол (ПУ) – это угол, заключенный между 

северным направлением меридиана и направлением линии пути. ПУ 
отсчитывается по часовой стрелке от направления на географический север. 

Если ВС проходит через пункт маршрута ܯሺݔ଴,  ଴ иݐ ଴ሻ в момент времениݕ
следует с путевой скоростью W, то четырёхмерную линию движения ВС по 
участку маршрута L можно задать уравнениями 

 
௫ି௫బ
ௐೣ

ൌ
௬ି௬బ
ௐ೤

ൌ
௛ି௛బ
ௐ೓

ൌ
௭ି௭బ
௕

, 

где ௫ܹ и уܹ – горизонтальные составляющие скорости ВС по осям x и y; 

௛ܹ  – вертикальная скорость ВС; 
݄଴  – высота ВС в пункте маршрута; 
଴ݖ ൌ  ;଴ݐܾ
b – некоторая константа скорости. 
 
Горизонтальные составляющие скорости ВС ௫ܹ и уܹ определяются 

уравнениями: 

൜ ௫ܹ ൌ ܹ sin 		ߚ
уܹ ൌ ܹ cos ߚ . 

 
На рис. 8а представлена линия участка маршрута L в двухмерной 

плоскости Oxy. На рисунке точкой (треугольником) M обозначен пункт 
маршрута, который находится на участке маршрута. На рис. 8б красным цветом 
представлена четырёхмерная линия движения ВС L' по участку маршрута L. На 
рис. 8 для упрощения рисунка и улучшения его наглядности не изображена ось 
h высоты ВС. 
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Понятие 4D коридора воздушного движения 
4D коридором воздушного движения будем называть установленную для 

каждого ВС область четырёхмерного пространства, в пределах которой должен 
выполняться полет ВС. 4D коридор воздушного движения ограничен по 
размерам во всех четырёх измерениях. 4D коридор воздушного движения 
проходит в пределах трехмерного воздушного коридора. Воздушным 
коридором называют ограниченную по ширине и, как правило, по высоте 
полосу воздушного пространства, специально выделенную для полётов 
летательных аппаратов. Ширина воздушного коридора и, соответственно 4D 
коридора воздушного движения, устанавливается руководящими документами. 

В [Федеральные правила…, 2010] приводятся следующие определения: 
«воздушная трасса» – контролируемое воздушное пространство (или его 

часть) в виде коридора, ограниченное по высоте и ширине; 
«местная воздушная линия» – контролируемое воздушное пространство 

(ниже эшелона перехода) в виде коридора, ограниченное по высоте и ширине.  
Ширина воздушной трассы в РФ устанавливается: 10 км (по 5 км в обе 

стороны от оси воздушной трассы) – при использовании системы наблюдения 
обслуживания воздушного движения; 20 км (по 10 км в обе стороны от оси 
воздушной трассы) – без использования системы наблюдения обслуживания 
воздушного движения. Ширина местной воздушной линии должна быть не 
более 4 км [Федеральные правила…, 2010]. Трехмерный воздушный коридор 
(воздушная трасса) ограничен по высоте верхней и нижней границами. 4D 
коридор воздушного движения ограничен по размерам во всех четырёх 
измерениях. 

На рис. 11 представлено изображение фрагмента 4D коридора ВС на 
трассе. По ширине 4D коридор ВС ограничен шириной воздушной трассы. В 
горизонтальном полете ВС 4D коридор по высоте ограничен довольно узкой 
полосой: в современных АС УВД при отклонении ВС от заданной высоты на 
величину ±60 м выдается сигнализация диспетчеру.  

Временное окно пролета заданного пункта при полете по бизнес-
траектории ВС может быть ограничено диапазоном (-2 мин; + 3 мин), 
контролируемое время прибытия в начальную точка захода на посадку (IAF) 
может быть ограничено допустимым временным окном (± 30 с) [4D trajectory…, 
2008]. В соответствии с этим размер временного окна пролета ВС пунктов 
маршрута ∆ݐ может составлять величину от 1 минуты до 5 минут. За это время 
при скорости 600 км/час ВС пролетит расстояние от 10 до 50 км. 
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В момент времени t = t1 на рисунке изображена гиперплоскость ܧଵ
ଷሺݐ ൌ  ,ଵሻݐ

которое представляет собой трёхмерное евклидово пространство будущего. 
Аналогичным образом, в момент времени t = t2 на рисунке изображена 
гиперплоскость ܧଶ

ଷሺݐ ൌ  ଶሻ, которое также есть трёхмерное евклидовоݐ
пространство будущего. 

Сечением 4D коридора ВС гиперплоскостью (трехмерным 
пространством) называется фигура, состоящая из всех точек, которые являются 
общими для 4D коридора и секущей гиперплоскости (трехмерного 
пространства).  

На рисунке изображено сечение Ωଶ 4D коридора гиперплоскостью 
(трехмерным пространством) ܧଶ

ଷሺݐ ൌ  ଶሻ. Сечение Ωଶ представляет собойݐ
трехмерную фигуру, в пределах которой должно находиться ВС в момент 
времени ݐ ൌ  ଶ. При горизонтальном полете ВС Ωଶ представляет собойݐ
параллелепипед, ограниченный шириной трассы, допустимыми высотами 
полета и продольными пространственными границами. Продольный размер 
этого параллелепипеда составляет ܹ∆ݐ, где ܹ – путевая скорость ВС. При 
путевой скорости ВС W = 600 км/час, обычные размеры этого параллелепипеда, 
в пределах которого должно находиться ВС в какой-то определенный момент 
времени, могут составлять: длина – 10 км, ширина – 10 км, высота – 120 м. 

Изображенное на рисунке множество точек пространства настоящего Ωଶ
∗  

представляет собой проекцию сечения Ωଶ на трехмерное пространство 
настоящего ܧ଴

ଷሺݐ ൌ 0ሻ. Фигура Ωଶ
∗  – это трехмерная фигура, совпадающая по 

форме и по размерам с фигурой Ωଶ. Физический смысл фигуры Ωଶ
∗  состоит в 

том, что она ограничивает заданное плановое местоположение ВС в 
трехмерном пространстве в момент времени ݐ ൌ  ଶ. То есть, если наблюдательݐ
будет следить за местоположением ВС, и если ВС выполняет полет в пределах 
ширины трассы на заданной высоте, а также в пределах заданного временного 
окна пролета пунктов трассы (другими словами, если ВС находится в пределах 
установленного 4D коридора), то в момент времени ݐ ൌ  ,ଶ наблюдатель увидитݐ
что ВС находится в пределах параллелепипеда  Ωଶ

∗ . 
Участок 4D коридора ВС при равномерном прямолинейном движении ВС 

в трехмерном пространстве представляет собой гиперпараллелепипед, который 
образуется перемещением («протягиванием») прямоугольного параллелепипеда 
в четырёхмерном пространстве в направлении, определяемом составляющими 
скорости движения ВС Wx, Wу, Wh вдоль осей x, y и h, а также скоростью b 
перемещения вдоль оси z.  

Полностью весь 4D коридор ВС представляет собой четырёхмерный 
гиперканал, внутри которого проходит 4D траектория ВС. 

Обобщенное понятие n-мерного Евклидова пространства для 
описания движущегося n-1-мерного мира 

Обобщая понятие представленного выше четырёхмерного евклидова 
пространства с четырёхмерной прямоугольной системой координат, одна из 
осей которой z = bt, в котором расстояние (метрика) между точками задается 
выражением (1), можно ввести понятие аналогичного n-мерного евклидова 



 

 
 

пространства c n-мерной прямоугольной системой координат. Обобщенное n-
мерное евклидово пространство имеет n-1 пространственных измерений, и n-е 
измерение, в котором координата материальной точки или координата центра 
масс (геометрического центра) движущегося объекта определяется в 
соответствии с выражением xn = bt, где xn – n-я координатная ось, b – некоторая 
константа, имеющая размерность скорости, t – время. По сути, n-е измерение 
этого евклидова пространства также является пространственным. Отличие n-го 
измерения от других измерений заключается в том, что все материальные точки 
и все объекты в n-мерном пространстве всегда перемещаются в этом n-м 
измерении в одну сторону с постоянной скоростью. Никакая точка, никакой 
объект в n-мерном пространстве не может остановиться, не может замедлить 
или ускорить свое движение вдоль n-го измерения. В то же самое время, первые 
n-1 измерений подобны измерениям обычного трехмерного евклидова 
пространства. Вдоль этих измерений материальные точки и другие объекты 
могут перемещаться с положительной или отрицательной скоростью, с 
положительным или отрицательным ускорением. Материальные точки и 
объекты в n-1 измерениях могут быть неподвижными. Обозначим n-мерное 
евклидово пространство c n-мерной прямоугольной системой координат, в 
которой n-я ось представлена произведением bt как ܧ௕௧

௡ . В этом обозначении 
нижний индекс bt подчеркивает особенность введенного пространства, которая 
состоит в том, что в одном из пространственных измерений координата 
материальных точек и всех объектов равна произведению bt. Физический 
(геометрический) смысл координаты bt – это расстояние, пройденное 
материальной точкой (объектом) со скоростью b за время t. 

Расстояние между двумя точками ܯଵ и ܯଶ с координатами ࢞ଵ ൌ
	ሺݔଵ

ଵ, ଵݔ
ଶ, … , ଵݔ

௡ሻ и ࢞ଶ ൌ 	 ሺݔଶ
ଵ, ଶݔ

ଶ, … , ଶݔ
௡ሻ, где ݔଵ

௡ ൌ ଶݔ ଵ иݐܾ
௡ ൌ -ଶ, во введенном nݐܾ

мерном пространстве ܧ௕௧
௡  определяется выражением: 

 

ଶሻܯ,ଵܯሺߩ ൌ ට∑ ൫ݔଶ
௜ െ ଵݔ

௜൯
ଶ௡

௜ୀଵ ൌ 	ට∑ ൫ݔଶ
௜ െ ଵݔ

௜൯
ଶ௡ିଵ

௜ୀଵ ൅	ܾଶሺݐଶ െ  ଵሻଶ. (2)ݐ

 

Обсуждение 
Таким образом, в настоящей работе с использованием математического 

приема замены переменной z = bt, где b – некоторая константа, имеющая 
размерность скорости, t – время, введено понятие четырёхмерного евклидова 
пространства с прямоугольной декартовой системой координат, использование 
которого делает представление движения материальной точки наглядным и 
имеющим простой геометрический смысл обычной линии евклидова 
пространства. При таком представлении расстояние между любыми двумя 
точками пространства определяется в соответствии с выражением (1). Кроме 
того, в таком пространстве можно использовать понятия вектора, угла, 
треугольника и многих других элементарных понятий евклидовой геометрии. В 
таком пространстве для описания и исследования движения ВС и других 
материальных объектов можно использовать четырёхмерную геометрию. 



 

 
 

История движения материальной точки в трехмерном пространстве 
представляет собой, как показали приведенные рассуждения, проекцию 
четырёхмерной линии движения в четырёхмерном пространстве прошлого на 
трехмерное пространство настоящего. Аналогичным образом, плановая линия 
движения материальной точки (или воздушного судна) в трехмерном 
пространстве – это проекция четырёхмерной линии движения в четырёхмерном 
пространстве будущего на трехмерное пространство настоящего. 

Введенное пространство является математической абстракцией, которую 
можно использовать для наглядного представления и изучения движения 
материальных объектов в пространстве и времени. 

Четырёхмерное пространство с четвертой осью z = bt позволило ввести 
понятие 4D коридора воздушного движения. Для каждого ВС 4D коридор 
представляет собой четырёхмерную фигуру, ограниченную по размерам во всех 
четырёх измерениях. 

В настоящей работе впервые: 
1. Введено обобщенное понятие n-мерного евклидова пространства ܧ௕௧

௡  c 
n-мерной прямоугольной системой координат, имеющей n-ую ось xn = bt, где b 
– константа скорости, t – время. Расстояние между двумя точками в 
пространстве ܧ௕௧

௡  определяется выражением (2).  
2. Предложен метод наглядного представления движения материальной 

точки в пространстве ܧ௕௧
௡ , при котором линия движения имеет геометрический 

смысл линии в n-мерной евклидовой геометрии. 
Значение полученных результатов заключается в том, что  
1. Во введенном n-мерном пространстве ܧ௕௧

௡  в силу того, что все его n 
измерений являются пространственными, для описания и исследования 
движения материальных точек и других геометрических объектов можно 
использовать такой современный и хорошо развитый математический аппарат, 
как многомерная геометрия.  

2. Представленный метод представления движения, по сути, открывает 
новые направления в науке, которые ждут своих исследователей. Так, 
например, с использованием представленного метода открывается возможность 
исследования движения в таком разделе физики как классическая кинематика 
(возможно, и в динамике). Представляет большой интерес продолжение 
начатого в этой работе исследования четырёхмерного воздушного движения 
ВС с использованием представленного в работе метода и четырёхмерной 
геометрии. В навигации и УВД можно выделить следующие направления 
исследований, в которых может быть использован представленный в работе 
подход: планирование использования воздушного пространства, расчет 
бесконфликтных 4D траекторий в воздушном пространстве, в том числе для 
решения задач организации и управления потоком прилетающих ВС AMAN 
(Arrival Management) [AMAN Status…, 2010] и организации и управления 
потоком вылетающих ВС (DMAN - Departure Management) [DMAN 
Operational…], разработка методов подтверждения достоверности информации 
автоматического зависимого наблюдения (АЗН-В) [Плясовских и др., 2020; 



 

 
 

Княжский и др., 2020] с использованием понятия 4D коридора, разрешение 
среднесрочных и краткосрочных конфликтов, а также для решения других 
задач. Возможно, представленный подход будет представлять интерес в 
четырёхмерной навигации, в изучении движения во всех видах транспорта, в 
теории движения космических объектов, механике космического полета, 
астрономии, баллистике, биомеханике, робототехнике, а также во многих 
других науках, где исследуется движение каких-либо объектов и тел в 
пространстве и времени. 

Заключение 
Таким образом, в настоящей работе изложен оригинальный новаторский 

метод наглядного геометрического представления движения материальной 
точки (или другого объекта) в пространстве и времени, который открывает, по 
сути, новый научный подход к исследованию движения в пространстве и 
времени с использованием четырёхмерной геометрии. Предложенный подход 
открывает новые направления научных исследований, в том числе в таком 
разделе физики как механика, в управлении воздушного движения, а также в 
других науках, где исследуется движение. 

В продолжении работы автор планирует изложить другие результаты, 
которые не вошли в эту часть, и показать некоторые практические приложения 
изложенного в настоящей работе метода. 

Продолжение следует. 
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